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Введение

В школьном курсе геометрии рассматриваются движения и гомотетия. Эти преобразования плоскости относятся к классу линейных. Однако иногда бывает полезно рассмотреть и нелинейные преобразования. В этом случае прямая может перейти в какую-либо кривую. Инверсия – это отображение плоскости на себя, которое может переводить окружности в прямые. Благодаря этому, инверсия помогает решать некоторые технические задачи. 
Со времён изобретения Джеймсом Уаттом паровой машины стояла задача построения шарнирного механизма, переводящего движение одного шарнира по окружности в движение другого шарнира по прямой, т.е. спрямляющего механизма, или прямила. Долгое время учёные и инженеры не могли решить эту задачу, строили приближённые прямила, где ведомый шарнир ходил не строго по прямой, но рядом, не очень далеко удаляясь от неё. А окончательно решить задачу создания прямила помогла красивая математика, а именно инверсия. 
Прямило Липкина-Посселье, изобретенное в 1864 г., переводит движение по дуге окружности в точное прямолинейное движение. Оно представляет собой шарнирный механизм с одним закреплённым шарниром. К концам двух длинных звеньев, имеющих одинаковую длину, прикреплён шарнирный ромб. Этот механизм реализует инверсию относительно окружности с центром в закреплённом шарнире и радиусом, зависящим от длины звеньев механизма. Для того, чтобы ведущий шарнир ходил строго по окружности, проходящей через центр инверсии, добавлен неподвижный шарнир в центр окружности и звено, по длине равное радиусу. Тем самым ведомый шарнир всегда будет ходить по прямолинейному участку. Ввиду того, что данный тип прямил использует свойства инверсии, их часто называют инверсорами. Впоследствии были построены прямила, основывающиеся и на других математических идеях. Однако инверсор отличается красотой, хорошими механическими свойствами и нашёл много применений в технике [5].
Прямило до сих пор используется учеными в научных работах, например, в статье [1] обсуждается использование прямила Липкина-Поселье в качестве опорного механизма рабочей клети станов холодной пильгерной прокатки. В Большой Энциклопедии Нефти и Газа [6] встречается следующее упоминание прямила: «Этот инверсор в качестве прямила применяется для подачи круглой пилы, [2].» Преобразование кругового движения в прямолинейное, а также в движение по дуге какой-либо кривой применяется в станках для фигурной резки изделий, в швейных машинах, машинах, имитирующих движение руки человека. Из всего вышесказанного следует актуальность изучения инверсии и в настоящее время.
Инверсоры достаточно хорошо изучены. Страницы Интернета пестрят иллюстрациями его свойств, инженеры собирают модели инверсора и показывают его применение в различных механизмах. Более того, в моей школе есть действующая модель инверсора, ее фотография есть в приложении.
А что, если соединить два инверсора? Эта идея возникла у авторов задачи 220 «Инверсоры Поселье», которую мы нашли в сборнике олимпиадных задач [8] Американского математического общества. 
Идея мне очень понравилась, я искала материал по этому вопросу, но кроме этой задачи ничего не смогла найти. И тогда я решила изучить инверсор второго порядка (такое название мы придумали этому устройству), создать иллюстрации результатов его работы.
Основной целью представленной работы было знакомство с инверсией, изучение свойств инверсора второго порядка. 
В работе поставлены и решены следующие задачи.
1. Знакомство с понятием инверсии.
2. Изучение свойства инверсии. 
3. Построение модели инверсора второго порядка на компьютере.
4. Исследование кривых, по которым движутся инверсные образы первого и второго порядка неподвижной точки, при движении центра инверсии по окружности.
Новизна исследования состоит в следующем
1) Впервые построена действующая модель инверсора второго порядка с помощью программы Geogebra. Изображение модели представлено на рис 1. 
2) С помощью построенной модели получены иллюстрации некоторых свойств инверсора второго порядка.
3) Описаны условия изменения типа кривой движения точки Х.
4) Получено в общем виде уравнение движения точки Z. 
5) Описаны условия изменения типа кривой движения точки Z.
6) Для каждого из типов кривой движения точки Z описаны условия изменения вида этой кривой (появление дополнительной петли).

[image: ]

Рис. 1.











Основные понятия
1. Понятие инверсии.
Пусть ω – окружность с центром O и радиусом R на некоторой плоскости, A1 – произвольная точка этой же плоскости, отличная от центра O.
Определение.[3] Точка А2 называется симметричной точке A1 относительно окружности ω с центром O и радиусом R, если точка A2 лежит на луче OA1 (рис. 2), и выполняется равенство                                                                
OA1  OA2 = R2.                                                          (1)
[image: ]Из определения следуют следующие утверждения.[3]
1. Для каждой точки плоскости, кроме центра O, существует единственная точка, симметричная ей относительно окружности ω.
2. Для центра O симметричной точки не существует.
3. Если точка A2 симметрична точке A1 относительно окружности ω, то и точка A1 симметрична точке A2 относительно окружности ω.
 (
Рис. 
1
)4. Каждая точка, лежащая на окружности ω, симметрична сама себе.
5. Если A1 и A2 – различные симметричные точки, то одна из них лежит внутри окружности ω, а другая – снаружи. 
6. Точки симметричные точкам прямой, проходящей через центр O, лежат на этой прямой.
Определение. Инверсией плоскости относительно окружности ω с центром в точке O, радиусом R называется преобразование плоскости, которое переводит любую точку, кроме О, в точку, симметричную ей относительно окружности ω. Центр окружности О называется центром инверсии, число R2 – степенью инверсии.
Задача 1. Рассмотрим на координатной плоскости точку A1(x1, y1) и окружность 
ω: . Найдите координаты точки A2, симметричной точке А1 относительно окружности ω, центр окружности обозначим O(a, b).
Решение. Обозначим координаты точки A2 (х2, y2). Найдем длины отрезков: ОА1 = , ОА2 =  , подставим эти выражения в равенство (1). Получим уравнение .           (2)
Точки A1 и A2 лежат на одном луче OA1, следовательно, координаты векторов  и  пропорциональны. Так как точки A1 и A2, отличны от центра окружности O, то хотя бы одно из выражений (x2 – а) или (y2 – b) отлично от 0.  
Пусть . Тогда составим систему уравнений: 
Решив систему, получим следующие координаты точки A2: , . Пусть x2 = a и y2  b, тогда x1 = a и y1  b, из уравнения (2) следует, , это частный случай ранее полученных формул, аналогичный результат получаем в последнем случае x2  a и y2 = b. Следовательно, в общем виде координаты точки A2, выражаются формулами:
, 


[image: ]2. Построение симметричных точек.
Построение симметричных точек получается из следующего утверждения.
Утверждение. Пусть K, M, N – произвольные точки на окружности, p – серединный перпендикуляр к отрезку MN. Тогда прямые KM и KN пересекают прямую p в точках A и B, симметричных относительно окружности ω.
[image: ] (
Рис. 
2
)Доказательство. Пусть P – точка пересечения прямой p с окружностью, которая лежит вне отрезка  AB. (Рис. 3) ∠MKN – вписанный, ∠MKN = ∠MОN, а ∠PON = ∠MОN, значит, ∠MKN = ∠PON и ∠BKA = ∠BON (как смежные с равными углами ∠MKN и ∠PON). Поэтому в треугольниках ONB и KAB все углы соответственно равны. Следовательно,  равны и соответственные углы треугольников BON и MOA. Из подобия треугольников BON и MOA получаем: =,   OA·OB = OM·ON = R2.
[image: ] (
Рис. 
3
)Используя полученный результат, строим точку, симметричную данной точке A, следующим образом (рис. 4): 
1) проведём прямую OA и произвольную секущую, проходящую через точку A и пересекающую окружность ω в точках M и K;
2) опустим из точки M перпендикуляр на прямую OA, и продолжим его до пересечения с окружностью в точке N.
Прямая KN пересекает OA в искомой точке B.
[image: ]Если на чертеже поменять местами буквы A и B, а также M и N, то описание построения не изменится (рис 5). После (
Рис. 
4
)довательность действий останется той же самой, поскольку произвольную секущую KM можно провести как из внутренней точки окружности, так и из внешней, а для построения безразлично – лежит исходная точка A на отрезке KM или на его продолжении.
Приведенный способ построения – это лишь один из возможных способов построения точек, симметричных относительно окружности.
3. Свойства инверсии.
 (
Рис. 
5
)Свойство 1. Пусть A1, A2 и B1, B2 – пары различных точек, симметричных относительно окружности ω с центром O. Тогда ∠OA1B1=∠OB2A2. (Рис. 6).
Доказательство. По определению симметричных точек OA1·OA2 = R2 = OB1·OB2, следовательно,. Из пропорциональности сторон следует подобие треугольников OA1B1 и OA2B2 по двум сторонам и углу между ними. Из подобия треугольников следует равенство углов: ∠OA1B1 =∠OB2A2 .
Задача 2. Вычислите длину отрезка A2B2, если известны стороны треугольника OA1B1 и радиус окружности инверсии.
Решение. Из подобия треугольников OA1B1 и OB2A2 следует пропорциональность сторон  = . B1 симметрична B2 относительно окружности ω, следовательно, 
OB1∙OB2 = R2  OB2=  , подставим в предыдущее равенство, получим  =, тогда выразим A2B2= .
[image: ]Свойство 2. Прямая, не проходящая через центр инверсии, переходит в окружность, проходящую через центр 
инверсии.
Доказательство. Рассмотрим различные случаи.
А) Прямая не является касательной. (Рис.7).
 (
Рис. 
6
)Опустим из O перпендикуляр OM на прямую a и рассмотрим точку K, симметричную точке M относительно окружности инверсии. Построим окружность α с диаметром OK. Рассмотрим произвольную прямую, не совпадающую с OK, проходящую через центр O и непараллельную прямой a. Пусть она пересекает окружность  в точке B, а прямую a – в точке A. 
Угол ОBК  прямой, поскольку он опирается на диаметр. Из подобия прямоугольных треугольников OBK и OMA получаем OA·OB=OM·OK. Точки M и K по построению симметричны, R2= OM·OK = OA·OB. Значит, точки A и B также симметричны относительно окружности инверсии. Следовательно, прямая a переходит в окружность α при инверсии. 
[image: ]Б) Образ касательной в точке M – окружность, касающаяся ω в точке M и диаметром равным OM. (Рис. 8).
Из подобия треугольников OBM и OMA следует пропорциональность сторон  = , OB∙OA = OM2  OB∙OA = R2,  следовательно, точка A симметрична точке B относительно окружности ω. В этом случае свойство также выполняется.
Свойство 3. Окружность α, проходящая через центр инверсии, переходит в прямую, не проходящую через центр инверсии. 
 (
Рис. 
7
)[image: ]Доказательство. Пусть окружность инверсии имеет центр О и радиус R, окружность  имеет центр О’. OO1α = К. Построим точку симметричную точке К относительно окружности ω, получим точку M, MОK (по определению инверсии ОK∙ОM = R2). Проведем прямую а через точку M перпендикулярно OO’. Прямая а не проходит через центр инверсии. (Рис. 9).
Выберем на окружности α точку В  (В). Прямая ОВ пересекает прямую а в точке А. Докажем, что А и В симметричны относительно окружности инверсии.
 (
Рис. 
8
)Треугольники ОВК и ОМА подобны как прямоугольные с общим углом при вершине О. Из их подобия следует пропорциональность соответственных сторон = следовательно, OA·OB=OM·OK = R2. Значит, А и В симметричны относительно окружности инверсии.
[image: ]Свойство 4. Окружность, не проходящая через центр инверсии, переходит в окружность, не проходящую через центр инверсии.
Доказательство. Рассмотрим инверсию относительно окружности ω и окружность α1 , не проходящую через центр инверсии O. 
 (
Рис. 
9
)Проведём прямую через центры окружностей α1 и ω. Эта прямая пересекает окружность α1 в точках B1 и C1, (В1С1 – диаметр) Построим точки B2 и C2, симметричные точкам B1 и C1 относительно окружности ω. На диаметре B2C2 построим окружность α2. (Рис. 10). Докажем, что точки, симметричные точкам окружности α1, расположены на окружности α2.
Возьмём на окружности α1  произвольную точку A1  и построим точку A 2 , симметричную точке A 1 относительно окружности ω. 
[image: ]Применим свойство 1 к двум четвёркам точек: к A1, A2; B1 , B2 и к A1 , A2; C1, C2. Получим равенства углов ∠A1B1C1 = ∠B2A2M,  ∠A1B1C1 = ∠C2A2O. Треугольник A1B1C1 – прямоугольный, так как B1C1 – диаметр окружности, значит, ∠A1B1C1 +∠A1C1B1=90, следовательно, ∠B2A2M+∠C2A2O=90, значит, ∠B2A2C2 – прямой и, следует, что точка A2 расположена на окружности α2 с диаметром B2C2, что и требовалось доказать. 
Свойство 5. Касающиеся окружности (окружность и прямая) переходят при инверсии в касающиеся окружности или в окружность и прямую, или в пару параллельных прямых.
Доказательство. Если точка касания не совпадает с центром инверсии, то после инверсии касающиеся окружности (или касающиеся окружность и прямая) будут по-прежнему иметь одну общую точку, т. Е. касание сохранится.  
Если окружности с центрами A и B касаются в точке O, то при инверсии с центром O они перейдут в пару прямых, перпендикулярных AB. (Рис.11).
 (
Рис. 
10
)Если прямая l касается в точке O окружности с центром A, то при инверсии с центром O  прямая l переходит в себя, а окружность – в прямую, перпендикулярную OA. Получаем пару параллельных прямых.
[image: ]Свойство 6. Инверсия сохраняет угол между пересекающимися прямыми, между двумя окружностями.
Доказательство.
 (
Рис. 
11
)Рассмотрим сначала две пересекающиеся прямые a и b, которые при инверсии переходят в пересекающиеся окружности  и . Из доказательства свойства 3 следует, что каждая из этих прямых перпендикулярна прямой, проходящей через центр инверсии и центр окружности, симметричной этой прямой относительно окружности инверсии. Таким образом, эти прямые перпендикулярны радиусам соответственных окружностей, проведенным в точку О. Следовательно, они параллельны соответствующим касательным к окружностям, проведенным в точке О. Точка пересечения прямых P переходит в точку пересечения окружностей P′, а второй раз окружности  и  пересекаются в центре инверсии O. (Рис. 13). Угол между прямыми a и b равен углу между касательными в точке O и равен углу между их образами  и , так как угол между этими окружностями в точке O равен углу в точке P′. 
Если рассмотреть теперь две окружности, пересекающиеся в точке P и касающиеся прямых a и b, то образы этих окружностей пересекаются в точке P′ и касаются в ней окружностей  и  соответственно. Значит, угол между образами этих окружностей равен углу между  и , который, в свою очередь, равен углу между касательными a и b, то есть углу между исходными окружностями.


Прямило Липкина-Поселье. История изобретения 
Плоские шарнирные механизмы встречаются в жизни повсюду — это и доводчик двери, и спица зонтика, и система открывания двери машины. Похожие механизмы создавались ещё очень давно. Вспомним Джеймса Уатта (1736–1819) и его паровую машину. Он довольно успешно решил задачу преобразования возвратно-поступательного движения поршня во вращательное движение вала. Успешно, но не математически точно. То, что «параллелограмм Уатта» не идеальное в инженерном смысле решение для указанной задачи, и сам Уатт хорошо понимал. Между тем, сложные движения, совершаемые в нем шатуном, один конец которого крепится к поршню, а другой — к коленвалу, сильно ограничивают его применимость. Можно ли добиться преобразования движения по окружности в движение строго по прямой (или её части)?
Именно эта задача – спрямления движения по окружности в движение строго по прямой – положила начало удивительному сотрудничеству теории шарнирных механизмов и математики. До того инженеры обходились своим опытом и техническим чутьем. Великий российский математик Пафнутий Львович Чебышев (1821–1894) стал проводить исследования шарнирных механизмов математическими методами. Он не смог точно решить изначальную задачу, однако предложенная им практическая конструкция давала приближение к прямой на несколько порядков лучше параллелограмма Уатта. Для построения таких механизмов Чебышев разработал два новых направления математики – теорию приближения функций и теорию синтеза механизмов. Оба направления развились в большие самостоятельные науки, широко применяемые сегодня. 
А задача построения прямила  была решена студентом П. Л. Чебышева Липманом Израилевичем Липкиным (1846–1876). Правда, история, как это часто бывает, довольно запутана. О построении прямила в 1864 году в частном письме сообщил офицер инженерного корпуса французской армии Шарль-Николя Поселье (1823–1913). Однако он не указал никаких подробностей построения механизма.
В 1868 году Липкин изобретает прямило, основанное на свойствах геометрического преобразования плоскости  - инверсии. Как и большинство преобразований плоскости, инверсия может быть реализована с помощью плоского шарнирного механизма, что и использовал Липкин. Его подробная статья выходит в 1870, и лишь в 1873 году появляется статья Поселье с описанием такого же устройства, со ссылкой на работу Липкина, но и с утверждением, что в том самом письме имелась в виду именно эта же идея [7].
Теория плоских шарнирных механизмов применялась на практике весь XX век, применяется и сегодня. В начале XXI века она снова ставит перед математикой одновременно сложные и красивые задачи. Новый виток в её истории начался с полного доказательства теоремы «о подписи»: «Для каждой подписи существует шарнирный механизм на плоскости, с какой угодно точностью «подделывающий» ее». Как и всякая подделка, нарисованная кривая (как и подпись, возможно, состоящая из нескольких несвязанных кусков) будет немного отличаться от оригинала, но это различие можно делать сколь угодно малым, правда, ценой усложнения рисующего механизма. Найти компромисс между сложностью механизма и качеством приближения — это уже не математический, а инженерный вопрос, который следует решать, принимая во внимание технические особенности задачи. А можно ли, путем сужения класса кривых, например, рассматривая только связанные и гладкие кривые, добиться, чтобы любая кривая такого типа в точности, а не приближенно, рисовалась непрерывным движением плоского шарнирного механизма? Этот вопрос, возникший в 2004 году, как и многие другие интересные математические задачи теории шарнирных механизмов, ещё ждет своего исследователя.


Исследовательская задача.
В сборнике олимпиадных задач [8] Американского математического общества приведена следующая задача.
Задача 220. «Инверсоры Поселье» Пусть AXBZ – шарнирный ромб, вершины которого A и B соединены стержнями AO и BO равной длины с неподвижной точкой O, OCZD – другой шарнирный ромб, YC и YD – стержни равной длины. (Вся конструкция в целом представляет собой как бы два наложенных друг на друга инверсора Поселье.) Доказать, что когда Y описывает окружность, точка X описывает некоторое коническое сечение.
Мы решили проиллюстрировать эту задачу с помощью модели инверсора второго порядка. Имея на руках модель инверсора Поселье (его фото мы приводим в приложении 1), мы отметили для себя следующие сложности:
1. Процесс сборки технически сложный, нужен подходящий материал, нужно придумать подвижные соединения.
2. Представленный механизм «расшатывается», нужно подтягивать соединения.
3. Из-за погрешностей измерений механизм не дает идеально точной картины. 
[image: ]4. Каждая построенная модель дает только одну картину, чтобы получить другую, нужно менять длины звеньев.
Поэтому мы решили построить компьютерную модель инверсора второго порядка, которая позволяет получить большие возможности по изменению параметров механизма.
Модель создана с помощью свободно распространяемой программы GeoGebra. Я научилась работать в этой программе и создала иллюстрации. 
[image: ] (
Рис. 13
) (
Рис. 1
4
)Рассмотрим окружность инв1 с центром Y, радиусом m. Относительно этой окружности точка O(0,0), закрепленная в системе координат, с помощью инверсии преобразуется в точку Z. Центром второй окружности инв2 является точка О, радиусом является n. Точка Y движется по некоторой окружности с центром (c, d), радиусом k. Движение точки X зависит от взаимного расположения точки О и окружности инв1, которая перемещается вместе со своим центром Y. 
[image: ]Если при движении точки Y точка O оказывается внутри и вне круга, ограниченного окружностью инв1, то точка X движется по гиперболе. (Рис. 13)
В случае, когда при движении точки Y точка О всегда находится вне круга инв1, траекторией движения точки Х является эллипс. (Рис. 14) 
 (
Рис. 1
5
)В том случае, когда точка О оказывается только на окружности инв1, не попадая внутрь круга, точка Х движется по параболе. (Рис. 15) 
Гипербола и парабола получаются в случае совпадения точек Z и O (центр инверсии). По свойствам инверсии образом центра инверсии является бесконечно удаленная точка.

Сформулированная выше задача натолкнула нас на мысль исследовать движение точки Z, получающейся при инверсии неподвижной точки О, если центр инверсии, описывает некоторую кривую. Инверсия осуществляется относительно окружности с центром Y радиусом m. 
В самом сборнике рассматривается движение центра инверсии по окружности, проходящей через точку О, и приводятся уравнения, полученные в комплексной плоскости. Авторское решение задачи представлено в приложении 2. Нам удалось получить уравнение движения точки Z в прямоугольной системе координат. 
Уравнение движения точки Z получены из следующих рассуждений. В задаче 1 получены формулы преобразования координат точки при инверсии.
, 
Подставим в полученные формулы координаты точек O(0, 0), Z(x, y), Y(a, b), радиус окружности инверсии R = m. , 
Выразим координаты центра инверсии Y через координаты точки Z с помощью компьютерной программы, решающей системы уравнений.
Компьютер дает следующий результат: 

, ,
, .
После анализа этих формул и некоторых преобразований, получим ,  зависимость координат точки Y от координат точки Z.
Если точка Y(a, b), движется по окружности с центром (c, d) и радиусом k, то координаты точки Z(x, y) удовлетворяют уравнению
.
Эти уравнения дают образ точки О(0,0), при инверсии с радиусом m, центром Y(a, b), который движется по окружности, радиуса k, с центром (c,d).
Были рассмотрены два случая: первый, описанный автором задачи, – когда Y движется по окружности, проходящей через точку О, второй – окружность не проходит через точку О. 
1. Точка Y движется по окружности, проходящей через точку О(0,0). Аналитически это означает: .
С помощью программы GeoGebra и построенной модели инверсора проследим движение точки Z. В первом случае точка Z движется по циссоиде. Мы исследовали вид циссоиды, который меняется в зависимости от соотношения радиусов окружности инверсии m и окружности, по которой движется точка Y, радиуса k.
 (
Рис. 1
7
) (
Рис. 1
6                                                
)
[image: ][image: ]
[image: ]Если m < 2k, у циссоиды появляется петля. (Рис 16) При m = 2k петля исчезает, превращаясь в точку.(Рис.17) При m > 2k циссоида «распремляется».(Рис 18)
 (
Рис. 1
8
)С целью проверки полученных уравнений мы, строим кривые по их уравнениям с помощью GeoGebra при тех же значениях параметров, что использовались при инверсии. Уравнения вводим в следующем виде:

1) m = 3, k = 2, c = 0, d = 2, (x/2(1±sqrt(1+36/(x²+y²)))-0)²+(y/2(1±sqrt(1+36/(x²+y²)))-2)²=2².
2) m = 4, k = 2, c = 0, d = 2 (x/2(1±sqrt(1+64/(x²+y²)))-0)²+(y/2(1±sqrt(1+64/(x²+y²)))-2)²=2².
3) m = 5, k = 2, c = 0, d = 2 (x/2(1±sqrt(1+100/(x²+y²)))-0)²+(y/2(1±sqrt(1+100/(x²+y²)))-2)²=2².
[image: ]Все циссоиды разместим на одном рисунке 19. Сравнивая результаты с результатами инверсии, видим совпадение результатов. Следовательно, полученные формулы описывают линию движения точки Z.
Рассмотрим второй случай, не описанный автором. Точка Y движется по окружности, не проходящей через точку О(0,0).
 (
Рис. 1
9
)В этом случае точка Z описывает линии, которые называют лемнискатой и кардиоидой. Вид линий также зависит от соотношения параметров m и k и центра окружности (c, d).
Если расстояние от центра (c, d) окружности движения точки Y до точки O(0,0) больше радиуса k этой окружности, , то есть, О всегда находится вне круга движения точки Y, то Z движется по лемнискате. Вид лемнискаты зависит от взаимного расположения точки О и окружности инверсии, при движении последней. Ниже приведены примеры различных лемнискат. 
[image: ]Лемниската с одним верхним лепестком – точка О всегда вне круга, ограниченного окружностью инверсии. (Рис. 20)
Лемниската с двумя лепестками возникает в случае, когда точка O, может оказаться внутри и вне круга, ограниченного окружностью инверсии. (Рис.21)
 (
Рис. 
20
)[image: ][image: ]Лемниската с одним нижним лепестком – точка O всегда внутри круга, ограниченного окружностью инверсии. (Рис.22)
 (
Рис. 
22
) (
Рис. 
21
)Переход от одного из лепестков к другому, связано с попаданием точки О на окружность инверсии.
Для проверки полученных формул мы построили лемнискаты с теми же параметрами, что и при инверсии, исходя из полученных уравнений движения точки Z.
1) k =1, m = 1, с = 0, d = 2, (x/2(1±sqrt(1+1/(x²+y²)))-0)²+(y/2(1±sqrt(1+1/(x²+y²)))-2)²=1²
2) k =1, m = 2, с = 0, d = 2, (x/2(1+sqrt(1+16/(x²+y²)))-0)²+(y/2(1+sqrt(1+16/(x²+y²)))-2)²=1²
[image: ]3) k =1, m = 3, с = 0, d = 2, (x/2(1±sqrt(1+36/(x²+y²)))-0)²+(y/2(1±sqrt(1+36/(x²+y²)))-2)²=1²
GeoGebra строит лемнискаты по уравнениям. Все случаи представлены на одном рисунке 23.
Последний случай движения точки Y, когда точка O расположена внутри круга движения точки Y. . Точка Z движется по кривой, называемой кардиоидой. Вид кардиоиды также как и лемнискаты зависит от положения точки О и окружности инверсии. Два лепестка – при попадании О, вне и внутрь круга инверсии. (Рис.25).
 (
Рис. 
2
3
)На  рисунке 24 представлен переход от одного вида кардиоиды к другому. Такой кардиоида получается если точка О, находящаяся внутри окружности инверсии, может [image: ]попасть на окружность движения точки Y.
 (
Рис. 
25
) (
Рис. 
24
)[image: ][image: ]Рисунок 26 иллюстрирует ситуацию однолепестковой кардиоиды. В этом случае точка О, находящаяся внутри окружности инверсии, не попадает внутрь круга движения точки Y.
 (
Рис. 
26
)При соответствующих значениях параметров строим кардиоиду по полученному уравнению.
k = 3, m = 3, c = 0, d = 2.
(x/2(1+sqrt(1+36/(x²+y²)))-0)²+(y/2(1+sqrt(1+36/(x²+y²)))-2)²=3²
[image: ]Полученный рисунок 27 вновь экспериментально подтверждает правильность полученных формул движения точки Z.

 (
Рис. 
27
)

Инверсор третьего порядка
Этот инверсор получен добавлением к инверсору второго порядка, о котором я рассказывала выше, еще одной окружности инверсии. Мы обозначили ее инв3 с центром в точке Z, радиусом L. Так-же как и для инверсора второго порядка точка Y- центр окружности инв1 движется по окружности с радиусом k. 
[image: ]Заключение

Инверсия – это преобразование плоскости, обладающее удивительными свойствами, необычными для школьной геометрии. Знакомство с ней расширило мои представления о геометрических преобразованиях, показало глубину геометрии за пределами школьного учебника. При построении модели  прямила я освоила работу в программе GeoGebra.
В ходе выполнения работы были решены поставленные задачи и получены следующие новые результаты:
1. Проиллюстрирована работа инверсора второго порядка. Описаны кривые, по которым движется точка Х (гипербола, эллипс и парабола), и условия перехода от одного вида кривой к другой. 
2. Получено в общем виде уравнение движения точки Z. Получены иллюстрации кривой движения точки Z (циссоида, лемниската, кардиоида).
3. Сформулированы условия изменения типа кривой, перехода от циссоиды к лемнискате, и кардиоиде. 
4. Описаны условия, от которых зависит вид каждой из этих линий, появление и исчезновение дополнительного листка или петли.
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[image: ]Приложение 1. Действующая модель инверсора Поселье первого порядка.








Приложение 2. Авторское решение задачи о инверсорах.                         [image: ][image: ][image: ]
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220. HuBepcopsl Iloceabe. llycte AABZ — mapHUPHBIN
poM0, BeplinHbl KoToporo A u B coeauHennt crepxHaMu AO
n BO paBHOH auuHBl ¢ HemoJBHKHOH Toukon O, OCZD —
Ipyroii wapHupHeli poMm6, YC u YD — cTepXHu paBHOH
ajauHbl. (Bcd KOHCTpyKuus B LeJIOM HpeAcTaBaser coOoH
Kak Ob JBa HaJOXEeHHBIX APYyr Ha Apyra uHBepcopa I[lo-
ceJbe.)

Il0Ka3aTb, UTO, KOrja TOYKa Y ONHCHIBAET OKPYXKHOCTH,
TOuKa X ONHCHIBAET HEKOTOPOE KOHHUECKOEe CeYEeHHE.

H. F. Sandham
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220. KoHcTpyKuHS, O KOTOPOI TOBOPHTCA B YCJIOBHH 3a-
Jlaun, u3o6paxKeHa Ha puc. 22.
Ilo usBecTHOMY cBOficTBY HHBepcopa ITocenbe

0Z-0X=0A—ZA=mn’
YZ.YO=YC*—ZC*=nr’.
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OY - m?
0X = oyr—

Ecin IIJIOCKOCTh, B KOTOpOl‘:{ JOBUraloTCs 3BEHbSI KOH-
CTPYKIHH, pacCMaTpHBaTh KaK INIOCKOCTb KOMIJIEKCHOI'O

Puc. 22,

nepeMeHHOro ¢ HayaJioM B TOYKe 0, TO
Ym?

raie X u Y — KoMIJIeKCHBIe uHC/a, COOTBETCTBYIOLHE IIap-
gupaMm X u Y, a Y*¥ — uncsio, KOMIIEKCHO CONpSI:KEHHOE C
ypciaoM Y, win

Y=19%X, Y'=46X" *XX"'—n*=0m?

rae &= (YY* — n?)/m? — Bemecrsennoe uuciao, Cienosa-
TeJIbHO, €CJTH TOYKa Y ONHCHIBAET OKPYKHOCTD

a¥Y* +cY* 4 cY +p=0,
TO Touka X ONHCHIBAeT KOHHUYECKOE CeueHHe
(an? + B2 XX* 4+ [n?(cX* + c*X)—m?B] [cX* + ¢* X +m?a]=0.

3aMeTHM, YTO eclIH TOouKa Y OIHCHIBAET OKPYKHOCTh,
npoxonsimyio uepe3 Touky O, TO Touka Z ONHCHIBAeT LUC-
couny.
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